Université de Picardie Jules Verne
Licence 2 mathématiques
Année 2018-2019 Théorie des ensembles.

Examen du mardi 18 décembre 2018 - Durée 2h00

Les calculatrices et téléphones ne sont pas autorisés. Il est demandé de justifier les réponses.

Exercice 1. Dénombrer les anagrammes du mot ANAGRAMME.

Exercice 2. Soit n € N.

(a) Ecrire le développement de (1 + z)" pour z € R.

{b) Montrer qu’il existe Oy, tel que pour tout z € R, > "5_ AL-H (B)ahtt = nL_H(l +z)"t + C,.
(c) Calculer Gy, et en déduire 3o 15 () en fonction de n.

(d} Soit F un ensemble fini de cardinalité n. Calculer

1
};E 1+ Card(X)

Exercice 3. Soient p € N* et n € N. On considére By, = {(z1,...,2p) € NP|z1 -+ zp = n}.

(a) Montrer & 'aide d’une bijection que Card(E,y) est égal au nombre de dispositions de p — 1 cases noires
parmi n + p — 1 cases alignées.

(b) En déduire la valeur de Card(E,,,).

(c) On suppose 1 > p. Soit Fpn = {(z1,...,1p) € (NP|zy + -+ - + 2 = n}.
Calculer Card(Fy,).

Exercice 4.

{a) Existe-t-il une bijection de Q — Z 7
(b) Existe-t-il une injection de R — C?
{c) Existe-t-il une injection de C — R?

Exercice 5.
(a) Montrer que 'ensemble A = {a + ¢’ | a,b € Q} est dénombrable.
(b) L'ensemble R\ A est-il dénombrable ? infini 7

(¢) En déduire 'existence d’une infinité de nombre réels qui ne sont pas de la forme a + e?, avec a,b € Q.

Exercice 6.

(a) Expliquer pourquoi il existe une bijection ¢ : R —» R2,

(b) On suppose que ¢ est une telle bijection et on note @(t) = (u{t), v{t)). Montrer que v : R — R est surjective.
(c) Montrer que tout y € R admet une infinité d’antécédents par v.

(d) Prouver que l'ensemble {t € R | v(t) = 0} est indénombrable.



Examen TOPOLOGIE L2 53 2018-2019
Jeudi 19 Décembre 2018

Aucun document et aucune calculelte ne sont autorisés. Le baréme donné n'est qu’indicatil.
Exercice 1

1} Montrer que

Vu,v € IR, |Argsh(u) — Argsh(v)| < |u — v| et |sin{u) — sin(v)| < |u —v|.  (0,540,5 pts)
2) Montrer que le systéme d’équation

1
4—Argsh(53 +ty)==x
2
3ol —y) =y
admet une unique solution dans IR>. (3 pts)

Exercice 2
Seit (E,d) un espace métrique et ¢ une partie de E.
1) Donner 4 propriétés équivalentes qui caractérise le fait que C est une partie connexe de

E. (1 pt)
2) Montrer que si C est une partie connexe de E alors C 'est également. (1 pt)
3) On suppose que A et B sont deux parties connexes de £ telles que AN B est non vide,
montrer que 4 N B est une partie connexe de £ {2 pts)
Exercice 3

Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur /R,

1) Donner la définition d*une norme sur E. {1 pt)
2) Soit |[.{| une norme sur E. Montrer que pour la distance associée E n’est pas un espace
métrique borné. (1,5 pts)
3) La distance discréte sur £ est-elle associée & une norme? {L,5 pts)

Exercice 4
Soit B l'espace vectoriel des fonctions réelles continue sur [0, 1]. Pour f € E on pose

1
170 = o 1/ (t)lde
1) Montrer que ceci définit bien une norme sur E. {0,5 pt)
2} Soit @ : E — IR définie par

o(f) = / (1 - ) F(t)de

IR étant muni de sa norme usuelle (ia valeur absolue)

a) Montrer que y est linéaire. (0,5 pts)
b} Montrer que pour f € E, |f0l f(8)dt] < |If]l et gu’on a une égalité si et seulement
si f garde un signe constant. (1 pt)
¢) Montrer que Vf € E, ()| < |f|. Que dire de la norme de ¢? (1 pt)

d) Pour n € IN*, soit f, la fonction définie par
falt)=-nt+1site (0, 5] et fu(t) =0site]d, 1
i) Montrer que f, € E et tracer les graphes de f et f. (0,5 pt)

1



ii) Caleuler | f, || (0,5 pt)

iii) Montrer que ¢(fs) = 3251 (0,5 pt)
iv) Peut-on trouver 0 < k < 1 tel que Vf € E, [(f}| < k.|If]} ? {1 pt)
v) Que vaut la norme de 7 (1 pt)
Exercice 5
1) Soit f : (E,d) — (F,§) une application entre deux espaces métriques.
a) Ecrire que f est Lipschitzienne sur F. {0,5 pt)
b) Ecrire que f n'est pas Lipschitzienne sur £. {0,5 pt)

2) La fonction f est localement Lipschitzienne sur £ lorsque

Yz € E,dV(z) un voisinage de z t.¢. f est Lipschitzienne sur V (x)

On va montrer de deux maniéres que si E est compact alors si f est localement Lipschitzi-
enne sur I alors elle est Lipschitzienne sur F
a) Démonstration directe :

i) Ecrire la propriété de Borel-Lebesgue. (0,5 pt)
ii) Qu’est-ce qu’un voisinage d’un point d’un espace métrique? (0,5 pt)
iii) Montrer qu'on peut trouver un recduvrement de F par des ouverts sur

lesquels f est Lipschitzienne. {0,5 pt)
iv) Montrer que f est Lipschitzienne sur E. (1 pt)

b) Démonstration par contraposée
i) Que pouvez-vous dire des suites d’un espace métrique compact? {Propriété
de Bolzano-Weierstrass). ' (0,5 pt)
ii) Montrer que si f n’est pas Lipschitzienne sur E alors il existe deux suites
de E, (Tn)new et (Yn)newv telles que 6(f(2n), Flyn)) > nd(@a, yn). (0,5 pt)

iit) Montrer que f(E) est une partie bornée de £ (1 pt)
iv) Montrer qu’il existe Af > 0 tel que ¥n € IV, d(zn, yn) < % (0,5 pt)
v) Conclure. {1 pt)



UPJV, UFR Sciences 2018-2019
Licence de Mathématiques.

L2S3. Algébre Linéaire 2.

EXAMEN 2H

Les documents et les calculatrices sont interdits.

Exercice 1.

Soit f un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est donnée
par :

s

I
S O =
o O

I

—

[

W

1) Montrer que (X — 2)*(X — 3)? est le polynéme caractéristique de f .

2} Determiner les sous-espaces propres ainsi qu’une base et la dimension.

3) f est-elle diagonalisable ? f est-elie trigonalisable ?

4) Sans aucun calcul, donner le polyndme minimal.

) Trigonaliser f ( on donnera une base de R* et la matrice triangulaire associee).

6) Donner la décomposition de Dunford de 4 .

7) Donner la matrice e .

Exercice 2.

Soient £ un K —espace vectoriel de dimension finie , f un endomorphisme de E tel
que f2—5f + 6id; = 0 .

1) Montrer que f est diagonalisable .

2) Dire pourquoi f est un isomorphisme et exprimer £~ en fonction de f et id .



3) Pour tout entier n, exprimer f™ en fonctionde f, idz etn.
4) On suppose que f n'est pas une homothétie. En déduire les valeurs propres et le

polynéme minimal de f.

Exercice 3.

Soient £ un J§ —espace vectoriel de dimension 3 , g un endomorphisme de E tels que
g° = 0 etdim(Ker(g)) = 1.

1) Montrer que g = 0 < Im(g) c Ker(g) .

2) En déduire que g* # 0 et dim{Ker(g?)) = 2.

3) Soit a ¢ Ker(g?). Montrer que g%(a), g(a), a est une base de E.

4) Donner la matrice de g dans cette base .

Application :

Soient £ un K -espace vectoriel de dimension 3 , f un endomorphisme de E tels queﬂp

XX = (A-X)* etdim(E; () =1.
A 10
Mentrer qu'il existe une base de E ol la matrice de f estdelaforme A={0 A 1).

Déterminer ia matrice e,

e r———



L2, MATHEMATIQUES 2018-2019

RATTRAPAGE DE THEORIE DES GRAPHES - JUIN 2019

Questions de cours
1. Donner la définition d'un arbre.

2. Donner les 5 caractérisations d'un arbre vues en cours.
3. Montrer qu'elles sont équivalentes.

Exercice 1. Six étudiants a, b, ¢, d, e et f doivent passer des oraux d’une heure avec quatre examinateurs

AB CD:

— A doit interroger a, ¢, d et

- C doit interroger a, b et e
— B doit interroger b, ¢, d et

— D doit interroger a, b, c et d
1. Représenter la situation par un graphe biparti.

2. Trouver la durée minimale de ces oraux et proposer un ordre de passage de ces étudiants.

Exercice 2. Considérons le graphe G ci-dessous :

1. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier.

(a} G est connexe, {c) G est biparti,

(e) G est hamiltonien,
(b) G est régulier (d) G est eulérien,

(f) G est planaire.

2. Déterminer le nombre chromatique de G et donner une coloration optimale des sommets.

3. Déterminer l'indice chromatique de ¢ et donner une coloration optimale des arétes.

Exercice 3, Une arborescence est un arbre orienté qui admet une racine. Soit G = (V, A) une arborescence
telle que pour tout s € V, dt(s) € {0,2}.

1. Montrer que V est impair.
2. Montrer qu'il existe deux feuilles ayant le méme prédésseur.

3. Montrer que si V = 2n — 1, il y a exactement n feuilles.



Université de Picardie Jules Verne
Licence 2 mathématiques
Année 2018-2019 Théorie des ensembles.

Examen du lundi 17 juin 2019 (session 2) - Durée 2h00

Les calculatrices et téléphones ne sont pas autorisés. Il est demandé de justifier les réponses.

Exercice 1. Un QCM est composé d'une suite de n € N* questions et pour chacune d’elles, & € N* réponses
sont proposées (en général k > 2...) et une seule réponse est correcte.

1. Quel est lc nombre de QCM-réponses possibles 7
2. Combien de QCM-réponses possédent exactement ¢ bonnes réponses, avec £ € [1,n]?

3. On suppose n > 2. Combien de QCM-réponses possédent au plus n — 2 bonnes réponses ?

Exercice 2. Un étudiant descend les marches d'un escalier une ou deux & la fois. On note u, le nombre de
maniéres de descendre un escalier de n marches.

1. Calculer u; et us.
2. Montrer que (uy), est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

3. En déduire u,, pour tout n € N*,

in/2]

-k

4. Montrer que u, = Z (n k ), ol (/2] désigne la partie entiére de n/2.
k=0

Exercice 3. Dans une association, chaque membre pratique au moins 1'un des trois ateliers suivaiits : danse,
informatique ou musique. Combien 1'association compte-t-elle de membres sachant que 42 pratiquent la danse,
28 l'informatique, 36 la musique, 14 la danse et 'informatique, 10 l'informatique et 1a musique, 18 la musique
et la danse, et 6 les trois activités?

Exercice 4.
1. Existe-t-il une bijection de 92 — Z*?
2. Montrer que C est équipotent & R2. En déduire Pexistence d’une bijection de R — C.

3. Prouver l'existence d’une surjection o : R — Q°. Si oui, peut-elle &tre aussi injective ?

Exercice 5.
1. L'ensemble A = {a +sinb | cosc|a,b € Q et ¢ € N} est-il dénombrable ?
2. En déduire I'existence d’un nombre réel qui n’est pas de la forme a +sinb + cosc, avec a,b € @ et ¢ € N.

3. Existe-t-il une infinité de nombre réels qui ne sont pas de la forme a +sinb+cosc, avec a,b € Qet c € N?

Exercice 6. Soient £ un ensemble non vide et f : E? — E une injection.
1. Peut-on avoir F fini?
2. Prouver qu'on définit une injection g : B* — E par g(z,y,2,t) = F(f(z, ), flz, 1)

3. 5i f est bijective, en est-il de méme de ¢g?



Université de Picardie Jules Verne Année 2018-2019
Licence de Mathématiques L2 Suites et séries de fonctions

Examen seconde session - 18 juin 2019 - Durée 2h

La précision et la rigueur de la rédaction seront déterminantes pour la cor-
rection de cette épreuve. Vous pouvez utiliser des résultats de questions in-
termédiaires que vous ne savez pas démontrer, mais vous devrez dans ce cas
préciser clairement ce qui est admis. Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1. On considére la suite de fonctions f, : [0,5] - R définie par f.(z) =
(n+ 1)sin z(cosxz)™.
(1) Soit r € [0, 1[. Calculer liIJIrl (n+ 1)r"

(2) Montrer que la suite (f,) converge simplement vers une fonction f a déterminer.

(3) Caleuler [? fo(z)dz et [} f(z)da.
(4) La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme sur [0, %] ?
(5) Soit a €]0, §]. La convergence de {f,) vers f est-clle uniforme sur {a, ] ?

z2

Exercice 2. On considére la suite de fonctions f,, : R - R définie par f,(z) = P e
pour n € N*.

(1) Montrer que la suite (f,) converge simplement mais pas uniformément sur R,

(2) Montrer que la série de fonction Y f,, converge simplement mais pas uniformément
sur R.

(3) Soit a > 0. Montrer que la série de fonction Y f, converge normalement sur {—a, a].
{4) Soit S(z) = Z fn{z). Montrer que § est continue sur R.

n>1
(5) Montrer que S est dérivable sur R et calculer §'(z).

Exercice 3. (1) Donner le DSE en 0 de 7 et en déduire celui de arctanz. Préciser

Pintervalle de validité de ces DSE.
2n-+1

T
2n+1

trer que sa somme vaut £ 1n (12). On pourra dériver.

{2) On considére la série entiére E . Calculer son rayon de convergence et mon-
>0

On cherche les fonctions DSE en 0 qui sont solutions de 1'équation différentielle
(E):2z(1+ z)y” + (5z + 3)y + y = 0 vérifiant y(0) = 1.
On suppose qu’il existe R > 0 telle que f(z) = Zanm" est solution de (E} sur
- - n>0
| — R, R[
(3) Déterminer ay.

(4) Montrer que pour tout n > 0, apy = — 2424,
(6) En déduire que pour tout n € N, a, = (2;1_3;

(6) Calculer le rayon de convergence de Z a,x" qui définit f.
n>0
(7) Vérifier que [ est solution de (E) sur | — 1,1].
(8) Exprimer f(z) & l'aide des fonctions usuelles. On pourra distinguer = positif et z
négatif et utiliser les questions (1) et (2).



Exercice 4. Soit f la fonction 2r-périodique définie par
)0 sizé€[-m0]
/@) = {x si z €]0, 7.
(1) Tracer le graphe de f.
2) Déterminer les coefficients de Fourier a,(f), b,(f) et la série de Fourier associ¢e [
)

(
(3) Montrer que la série de Fourier de f converge simplement sur R vers une fonction g.
(4) Calculer g(0) et g(r).

(5) En déduire la valeur de Z on !

n>1 -1
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Tout document interdit - Calculatrices autorisées

Exercice 1

On s’intéresse au taux de cholestérol LDL de la population d’adultes d’un pays. On admet que dans la population
¢tudice, 5 % des adultes souffrent d’hypercholestérolémie LDL (ils ont un taux de cholestérol LDL trop élevé).

1) Les medecins d’une ville de ce pays s’interrogent sur la proportion d’adultes souffrant
d’hypercholestérolémie LDL dans leur ville. Ils disposent d’un groupe de 400 adultes pris au hasard parmi les
adultes de la ville, Ils constatent que 24 d’entre eux souffrent d*hypercholestérolémie LDL.

a) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de la proportion d’adultes souffrant
d’hypercholestérolémie LDL dans cette ville.

b) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si la proportion d’adultes souffrant
d’hypercholestérolémie LDL dans cette ville est significativement plus élevée que dans I’ensemble de {a population.
Préciser les hypothéses Hy et H) du test statistique mis en oeuvre et présenter les calculs effectuds.

¢) La p-valeur associée au test donnée par le logiciel R est p-value = 0,1794. Cela est-il cohérent avec la
réponse obtenue au 1) b) ? Justifier la réponse.

2)  On suppose maintenant que plus de 5% des adultes de la ville souffrent d’hypercholestérolémie LDL ;
autrement dit que la proportion d’adultes souffrant d’hypercholestérolémie LDL dans cette ville est égale 4 une
valeur p; > 0,05.

a) Rappeler ce que représente la probabilité B d’erreur de deuxidme espéce du test effectué au 1) b) et
justifier (par le calcui) que pour un risque o donné, on a

. 10,05(1 -0,05)
0,05 +uaJ—~W -

F-m
pi(l-py) pi{l =p1)
400 400

b) On suppose que p1 = 0,07 et on prend @ = 0,05. Calculer § et en déduire la puissance du test effectué au
1) b). Commenter le résultat.

Exercice 2

Un centre hospitalier universitaire souhaite comparer I’efficacité de deux régimes alimentaires distincts, notés A
et B, destinés & réduire I’hypertension artérielle dans la population des femmes de plus de 60 ans de la ville. Il
constitue, au hasard, deux groupes de 200 femmes de plus de 60 ans de la ville souffrant d’hypertension artérielie :
- aprés avoir suivi le régime A, 30 femmes du premier groupe de 200 femmes n’ont pas de réduction de leur
hypertension artérielle;
- aprés avoir suivi le régime B, 50 femmes du second groupe de 200 femmes n’ont pas de réduction de leur
hypertension artérielle.
Effectuer un test statistique pour savoir si on peut considérer, au risque 5%, qu’il y a une différence significative
d’efficacité entre les deux régimes alimentaires en termes.de réduction d’hypertension artérielle. Présenter les
hypothéses du test et les calculs effectués.



Exercice 3

1) Dans une population donnée, on considére un caractére quantitatif, représenté par une variable aléatoire X
d’espérance mathématique p et d’écart-type 0. On considére un échantillon (X1,...,X,) de taille » de X, et les
estimateurs X et S, (de ¢ et &) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint.  Soit un réel & 10; 1[.

On suppose que X suit la loi normale M{y; o).

a) Déterminer, en détaillant les calculs, un intervalle de confiance de g au niveau 1 — a. Expliquer ce que
signifie le résultat obtenu.
Se
Jr
niveau | —a.  Par opposition a l'intervalle de confiance bilatéral habituel, cet intervalle de confiance est qualifié
d unilatéral,

ty; +oo| est aussi un intervalle de confiance de u au

b) Justifier, en détaillant les calculs, que [X’ -

2)  Dans une population d’individus non malades, la concentration individuelle de créatinine suit une ioi
normale de moyenne 10 mg/L.

Dans une population de malades atteints d’une certaines pathologie, on a extrait un échantillon de 20
individus sur lequel on a mesuré une concentration moyenne de créatinine de 11 mg/L et un écart-type corrigé de
1,53 mg/L.

a) Utiliser le résultat du 1) b) pour obtenir un intervalle de confiance (unilatéral) au niveau 95% de la
concentration moyenne de créatine chez une personne malade.

b) Effectuer un test statistique pour savoir si on peut considérer, au risque 5%, que la concentration de
créatine est trop €levée chez les malades. Présenter les hypothéses du test et les calculs effectuds.

¢) Le résuitat du test du 2) b) est-il cohérent avec I'intervalle de confiance obtenu au 2) a) ? Justifier la
réponse.

Exercice 4

On souhaite comparer 1'efficacité de deux antiviraux Al et A2 utilisés chez des sujets atteints de conjonctivite
virale. L’objectif est de savoir si I'un des deux antiviraux est plus efficace que I’autre, ¢’est-a-dire qu’il permet
d’avoir, en moyenne, moins de jours avec symptdmes cliniques.

Sur un échantillon de 100 sujets atteints d’une conjonctivite confirmée virologiquement, P’antiviral Al a donné
un nombre moyen de jours avec symptdmes égal 4 4,92 et un écart-type corrigé égal 4 1. Sur un autre échantillon de
100 sujets atteints, 'antiviral A2 a donné un nombre moyen de jours avec symptémes égal 4 4,57 et un écart-type
corrigé égal & /3 .

1} Peut-on en conclure directement que 1’ antiviral A2 est plus efficace que ’antiviral Al ? Justifier.

2)  Effectuer un test statistique pour savoir si on peut considérer, au risque 5%, que I’antiviral A2 est plus
efficace que I’antiviral Al ? Présenter les hypothéses du test utilisé et les calculs effectués.

3)  Siles deux échantillons précédents avaient donné les mémes moyennes et écart-types corrigés respectifs,
mais avec des tailles respectives de 10 et 15, comment pourrait-on répondre & la question précédente ? Préciser le(s)
test(s) & effectuer et les hypothéses a ajouter sur la(es) variable(s) étudiées, On ne demande pas d’effectuer ce(s)
test(s).

Exercice 5

Le centre de transfusion sanguine d’ Amiens a observé la répartition suivante sur 5000 donneurs :
Rhésus \ Groupe | O A B {AB
+ 228511655272 | 88
- 315 | 345 | 28 | 12

Effectuer un test statistique pour savoir si on peut considérer, au risque 5%, que le rhésus est indépendant du
groupe sanguin. Présenter les hypothéses du test et les calculs effectués.




Formulaire de Statistique Inférentielle

1) Estimateurs
Paramétre Estimateur Statistique et sa loi
- i - Studentan—1d.dl
’ *- 15 roZou, [ Sndentin-t i
=1 Se si échantillon gaussien
Jn

R = I avee s = (‘}?.ZHJX?)—(W pon-lg. { Khi deux  n =1 d.d..

si échantillon gaussien

p Fo i - f-p . Normale A(0;1) (approx.)
L " r(d-p) sinp > 10etn(l ~p) > 10
7

2) Intervalles de confiance au niveau 1 —

Paramétre Intervalle de confiance Valeurs tabulées
H iy=[x—jf_ta,f+ j;_ta] lotelque P(~1, < T<t,)=1-a
n
P(Y’>2qg,)=1-%2
c? iz=["‘1s§, ”—152] aq et bg tels que ( ) 2
’ ba e 7 P(P2b) =2
p i =[ - ﬂnl:{) e , [+ fE?l__{) ua:l ugtelque P(—uy < U< uy)=1-q
L _|
3) Tests de conformité au risque o
[ . e
Hy H, Statistique de test Valeur(s) test(s)
H* lo X- 4 tatelque P(~t, < T <t,)=1-a
— fo
H=Ho | pu>p = S, tutelque P(T < £y) = 1 ~q, e £, = tpy
H < o vr tatelque P(T = 14) = 1 —a, i.e. £ = tr30 = —tyy
o? # o} . daetbgtelsque Plas < Y2 <b,)=1-a
o’ =0}| 02> o} V= ”G'% hY: by tel que P(Y2 > bL) = a, ie. b, = byg
o? < o} agtel ue P(Y? 2 aly =1-g,ie a = e
2 *Epo F ustel que P(~uo < U< u,) =1-a
- _ —pPo )
P=po | p>py |Us= _p_o(l_—po) ug tel que P(U < ul) =1 -, e Ul = uy,
| P <po Y 7 o tel ue P(U > uy) = 1 —a, i u! = —uy,

Pour un intervalle de confiance de i et/ou un test de ¢

onformité sur g avec un grand échantillon {quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi Normale

MO; 1), et remplacer t,, £, et ¢ par ug, wy et ul.



4) Tests d’homogénéité au risque o

Hy H, Statistique de test et sa loi sous ’hypothise H, Valeur(s) test(s)
= &
o1 =0, o % 0y F= Sg,l : Snédécora (n; —1,ny —1)d.d.L. Jatel queP(F > f3) = 5
Se2 i échantillons indépendants gaussiens en travaillant avec f > 1
Hi # H2 . Ua
=i m>m |U= ;1 "X:SZQ : Normale A{0; 1) (approx.) i
. . iTlons indé
w < ( nc;I " nc:f ) si grands échantillons indépendants u"
Studenta sy + 1y -2 d.d.l.
M1 # la . . ta
"= i S 7o X -X _ (approx.) si petits échantillons /
: P So12 (L + __1_) ' indép. gaussiens et si ¢y = o, z
Hi < f2 A A R 5 (=152 +{ny-1 )%, a
avec Sc,l,2 = mﬂ{-ﬁ-uz—z .
H1 + Ha _ Ua
mo=t| ms>m | U= SD oD = X, —X Normale M0; 1) (approx.) "
ed si grands échantillons appariés "
< i Jr Ug
1 # po 5 Studenta n - 1 d.d.L. ta
M=t | > g T=—5—0uD=Xi-X2: g petits échantillons ta
Hi < fh Jr appariés gaussiens ta
Normale N(0; 1) (approx.)
# : U
» ; §]>§2 Fi—F> ] s1an125,n;(1—f1)25, u:x
1 =p2 1 2 = .
JGE+ e -fi) mhziml-f)=5, .
P <p2 Ug
nif1 +nafa
avec fiz = T

5) Test d’ajustement & ane loi théorique a » modalités au risgue

Hypothése Hj : le caractére suit la loi théorique définie par les probabilités p;.

Hypothése H; : H,.

Statistique de test: D = Z M)_

np;

Loi de D sous I’ hypothese Ho khideuxar—1-£&d.dlL
Valeur test : bq tel que P(D = b,) = a.

6) Test d’indépendance entre deux caractéres a » et s modalités au risque ¢

Hypothése Hj : les deux caractéres sont indépendants.

Hypothése H, : Hj.
(N H ) Mia no
Statistique de test : D = Z Z —"’5—.;.25&’-—, avec npiy = ———+-,

=1 j=1

Loi de D sous I'hypothése Hy : khi deuxa (7~ 1)(s — 1) d.d.L.
Valeur test : b, tel que P(D = b,) = a.
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UPJV, UFR Sciences 2018-2019
Licence de Mathématiques.

L2S3. Algebre Linéaire 2.

EXAMEN 2éme session (2h)
Les documents et les calculatrices sont interdits. I est demandé de justifier les

réponses.

Exercice 1.
Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3, B = (e;,e;,e;) unebasede E et f

un endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est donnée par :

1 0 1
A=( -1 2 1 | oll m est un réel .
Z2—m m-—2 m

1) Montrer que P = (1 — X)(2 — X)(m — X) est le polynéme caractéristique de f .
2) En déduire :

f) les valeurs de m pour lesquelles f est un isomorphisme .

i) les valeurs de m pour lesquelles f est trigonalisable .

iii} f est diagonalisable pourm = letm # 2.

3) Déterminer pourm = 1 et m = 2 , les sous-espaces propres ainsi qu'une base et
la dimension.

4) Pour quelles valeurs de m f est-il diagonalisable ?

5)Onposem = 1.

Trigonaliser f ( on donnera une base de E et la matrice triangulaire associée).

6) Donner suivant les valeurs de m le polynéme minimal de f .

7) Déterminer suivant les valeurs de m la décomposition de Dunford de A.



Exercice 2.
Soient E un K —espace vectoriel de dimension finie n > 3, et f un endomorphisme
non diagonalisable de E vérifiant E = Ker(f — 2idg)®Ker(f — idg)? & 4_ ...,'o(e en N_QW
1) Montrer que P = (X — 2)(X - 1)? est un polyndme annulateur de f .
2) En déduire le polynéme minimal de £ .
3) Montrer que :
X=X -2)*X -1 *oul1<k<n-2et dimKer(f -2idg)=k.
4) En utilisant la division euclidienne des polynémes, exprimer pour tout entier n, f*

en fonctionde f2, f, idg etn .

5) Donner e’ en fonction de f?, f, idg . (On utilisera l'expression e/ = Znao{l—r.l ).

Exercice 3.

Résoudre le systéme différentiel :

y=x4+2y+z

X'=2x+y+z
zZ'=x+y+2z

Ou x, y et z sont des fonctions dérivables sur un intervalle I .



cxamen seconde session, juin 2019 algébre bilinéaire UPJV

Exercice 1 : Soit (E,{, }) un espace euclidien de dimension 3 et soit B = {b1, bz, b3}
une base orthonormeée.
a) Soit v un élément de F tel que [Ju|| = 1 et tel que I'angle entre v et by est T et I'angle
entre v et by est §. L’élément v, est-il uniquement défini par ces propriétés? Trouver tous
les v € E avec ces propriétés,
b) Trouver I'angle entre v et by dans chaque cas.
¢) Pour chaque cas trouver les vecteurs w qui sont orthogonaux & v et qui se trouvent dans
le plan engendré par bg et bs.
d) Dans chaque cas trouver le plan orthogenal a v.

Exercice 2 : Dans 'espace euclidien {E,{ , }) de dimension 3 on fixe une base or-
thonormée B = {b1, by, bs} et on considére la forme quadratique @ qui est définie par

Q(z1b1 + zaba + x3b3}) = 5:1:% + 59:% + 8;1:§ — 8x1x9 + dx123 + dX273

a} Trouver la signature de .
b) Trouver une base orthonormée C = {c1, ¢z, ¢z} de E telle que

Q(yic1 + y2ca + Yaca) = s1y5 + S208 + Say3

pour certaines valeurs s1, 59,53 € R. (NB: Ecrire Q(z1b1 + z2by + 23b3) = 2 - A - ¢ pour
une matrice symétrique A4, " = (z1, z3, T3), et diagolaiser A par une base C orthonormée.)
¢) Comment peut-on vérifier a} par le triple (s, 52,83) 7

d) Décrire 'ensemble

{(:Elbl + zoby + xgbg) (S | Q(zlfn + @oby + x3b3) = 36}

par rapport 4 la base C et par rapport & la base B.



Université de Picardie Jules Verne Année 2018/2019
UFR des Sciences

L2 Mention Mathématiques
Analyse Numérique 1
Examen Session 2 du lundi 24 juin 2019
Durée : 2h

Documents interdits

La gualité et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans la nototion.

Question de cours {2 points)

Expliquer comment obtenir la relation de récwrrence de la méthode de Newton permettant
de résoudre une équation du type f(z) = 0, avec f € C1(R,R). En donner également une

interprétation géométrique.

Question Scilab (1.5 points)

Ecrire une fonction Scilab frapezes.sci qui permet de calculer une valeur approchée de Uintégrale

I=

f(x)dz par la formule des trapézes. Les entrées sont la fonction f et les bornes a et b de

a
intervalle. La variable de sortie est la valeur approchée {de I) déterminée par la formule des

trapézes.

Exercice 1 (3 points)

1.

Calculer le polyndme d’interpolation P de la fonction f(z) = cos(z) aux trois points
JmT .
ry=—, =012
7 9 J

. Calculer le polynéme d’interpolation P de la méme fonction en ajoutant le quatriéme

int 3
oint 3 = —,
P 3 5



Exercice 2 (5.5 points)

Soit f une fonetion C{[—1,1]). On souhaite construire une formule de quadrature pour calculer
une valeur approchée de f 1 f(z)dz. On note Py l'ensemble des polyndmes de degré inférieur
ou égal & k. -

1. On note P le polyndme d’interpolation de f aux points —1, 0 et 1. Donner |'expression

des polyndmes de Lagrange ¢;, i = 1,2,3 tels que
Plz) = f(-1)u(2) + f(0)la(z) + f(1)Ea(z).
2. En déduire les coefficients a;, i = 1,2, 3, tels que la formule de quadrature

Qf) = a1 f(1} + a2 f(0) + az f(1) (1)

est exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal & deux. Indice : P € P;.

3. Supposons que f € Ps. Soit. P € P2 son polynéme d’interpolation aux points —1, 0 et 1.
On note s € P3 le polynéme tel que f(z) = P(x) + s(z). Montrer que s est de la forme
s(z) = a(z? - 1)z, avec a € R. En déduire que, dans ce cas, la formule (1) est exacte pour
tout polynéme de degré inférieur ou égal A trois. Indice : caleuler Uerreur de quadrature.

Exercice 3 (8 points)

Le but de cet exercice est de calculer la racine cubique d’un nombre positif a > 0. Soit g la

fonction définie sur RT* par

2 la )

1. Faire I’'étude compléte de la fonction g.

2. Vérifier qu’il existe un seul point d’intersection entre la courbe d’équation y = g(x) et la
droite d’équation ¥ = z.

3. Soit la suite {z,}nen définie par

{ zg > 0, (2)

Tn1 = glEn), ¥n >0,

Observer graphiquement la convergence de la suite {Z }nen vers le point fixe de la fone-
tion g. Pour cela, tracer la courbe d’équation y = g(x), la droite d’équation y = z et les

premiers termes de la suite.
4. En appliquant le théoréme de point fixe, prouver la convergence observée graphiquement.
5. Calculer l'ordre de convergence de la suite.

6. Expliciter la méthode de Newton pour la recherche du zéro de la fonction f définie par

f(x) = 2 — a. Que remarque-t-on ?
q



Université de Picardie Jules Verne 2018-2019
L2 Mathématiques

Rattrapage du contréle continu final
Langage de Calcul Numérique
Mardi 25 juin 2019
Durée : 2 heures

Exercice 1.

On considére la suite {u,)nen de terme général

— (=1
Uy = a (1)
™ 9 .
— k-1
1. Ecrire une fonction terme renvoyant la valeur du terme u,, définit par (1) en fonction de
n.

2. A D'aide d'une boucle for, écrire un programme stockant les 50 premiéres valeurs de la
suite (up)nen dans un vecteur.

3. Tracer les 50 premiers termes de la suite (u,,),>2 en fonction de n. Vers quelle valeur cette
suite semble t-elle converger 7

4. Soit I la limite de la suite (u,)n>2. Mettre en évidence sa vitesse de convergence en
visualisant les termes log{|u, — I|) en fonction de n.

5. Rappeler la définition d'une suite convergente. Ecrire un programme calculant le rang de
la suite & partir du quel (u,),>2 converge vers [ avec une précision de 1073, On utilisera
pour cela une boucle while.

6. On considére maintenant la suite

2
Uy — Untp1lUn-1 9
U = 3 ( )
2Un — Upy1 — Un—1

pour tout n > 2.

7. Ecrire un programme calculant les premiers termes de la suite (v,)n>2 en précisant la
méthode qui a été utilisée pour la définir.

8. Visualiser ces termes sur un graphique et comparer les vitesses de convergence des deux
suites (Uy)n>2 €t (Un)n>2.
Exercice 2.
Soit la suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par

Ug = 0
U = 3
— 3
Upy2 = 2'Uln+1 + Zun, neN,

1



1. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.
2. Btudier le comportement de cette suite lorsque 7 tend vers I'infini.

3. Fcrire un programme permettant de visualiser ce comportement.

Exercice 3.
On considére la fonction f sur [0, 1] telle que
fle) = z(z - 1).
1. Définir cette fonction dans Scilab. On pourra utiliser les instructions deff ou function.
2. 'Tracer la courbe de cette fonction sur Pintervalle {0, 1].

3. Soit la suite (un)nen définie par u,41 = f(u,). Ecrire une fonction suite calculant les
n premiers termes de cette suite. La fonttion prendra en entrées le terme initial ug et le
nombre n de termes A calculer et renverra un vecteur comportant les n premiers termes
de cette suite.

4. La suite vous semble t-elle converger ?

5. Retrouver ce résultat par la théorie. Pour cela, on effectuera un étude des points fixes de
la fonction f.

4



UNIVERSITE DE PICARDIE JULES VERNE
UFR des sciences, Licence 2.

Semestire 4 : Calcul différentiel 1

Examen du 26 juin 2019
(Session 2, Durée 2h00)

Aucun document n'est autorisé.
Il sera tenu compte de la prsentation et de la rigueur des dmonstrations.

Exercice 1: 05 pts, Exercice 2 : 04 pts, Exercice 3: 05 pts  Exercice 4 : 07 pts.

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur R? par

siy # —2?
Flay)=q ¥y

0 si y = —a?

. ' 2
1) Calculer la limite de f(z,y) quand (z,y) tend vers (0,0) avec y = -
2) La fonction f est-elle continue en (0,0) ?

3) La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?

Exercice 2. Trouver le développement de Taylor 4 P'ordre 3 en (0, 0) de la fonction
f définie par
J(z,y) = 6% cos(z + ).

En déduire toutes les valeurs des dérivées partielles de f d’ordre 3 en (0,0).

Exercice 3. Soit f: R* - R, la fonction définie par

4
T 2

fey) =5 - -y

Chercher les points critiques de f et ses extrema relatifs. f a-t-elle un extremum
(maximum ou minimum) absol ?
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Exercice 4. On se propose de résoudre 'équation aux dérivées partielles

() o) +up () = VET S

Pour cela, on considére I'application v : R? — R? donnée par
Plu,v) = (u, w).

1) En quels points {u,v) peut-on appliquer le théoréme d’inversion & ¢ 7

On se place désormais au voisinage d’un tel point. Etant donnée une fonction f
des variables x et y, on note g la fonction définie par

9(u,v) = f(z,y),

obtenue en effectuant le changement de variables défini par (u,v) = ¥~ !(z,y).

2) Transformer ’équation (*) en une équation ne faisant intervenir que les dérivées
partielles de g.

3) Déterminer toutes les fonctions f de classe C! solutions de (*).
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L2-Licence de Mathématiques

Equations différentielles

Epreuve du 27/06/2019

L’usage de la machine 4 calculer n’est pas autorisé. Il en sera tenu compte du soin
apporté & la rédaction et de la clarté des solutions.

1. Exercices

. Résoudre le systéme ,
v Dk @
. Irouver les valeurs des paramétres a et b pour que la solution nulle, du systéme
o’ =ln(e+az) —e¥, ¢ =bx+tan(y),
soit asymptotiquement stable
. Déterminer les solutions de

¥ =y,
{y’ = —4x +sin(2t). (1.2)

Probléme

On considére le systéme différentiel suivant:

¥ =y
E 1
(£) {y’ = dr —y - 2?2 + 2
. Btudier la stabilité des points d’équilibre. Tracer les trajectoires dans un voisinage de ces points.
. Déterminer une fonction de Lyapunov.

. Déterminer les courbes de la fonction f définie par

flz) = \/k+4x2—23i3,

en fonction du paramétre k.

- Déterminer les trajectoires de (E).



Université de Picardie Jules Verne
Licence 2 mathématiques
Année 2018-2019 Probabilités.

Examen du 27 juin 2019 (session 2) - Durée 2h00

Les calculatrices et téléphones ne sont pas autorisés. Il est demandé de justifier les réponses.

Exercice 1.

Soit n > 2. Un lot de n piéces contient une piéce défectueuse. Un robot les teste une par
une, jusqu’d détecter la pigce défectueuse. Il effectue le méme test dans le cas ou il ne reste
que la piéce défectueuse. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tests effectués.
(a) Montrer que X suit une loi uniforme.

(b} Calculer Pespérance et la variance de X.
(c) On suppose a présent que les tests sont effectuds par un homme. S'il ne reste que deux
piéces, celui-ci ne fait alors qu'un test supplémentaire. Soit ¥ la variable aléatoire égale

au nombre de tests effectués par "’homme. Donner la loi de Y.

Exercice 2.
Soient X et Y des variables aléatoires dont la loi jointe est donnée par le tableau suivant,
avec g € R.

X=0|X=1|X=2
Y=0| 005 @ 0.1
Y=1| 01 0.3 0.25

(a) Calculer la covariance de X et de Y. Les variables X ot Y sont-elles corrélées 7

(b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 3. "
it
Soit @ > 0. On considére les coeficients réels p; ; :== C — o pour tout ihjEeN
ilql
{a) Domner la valeur de C pour laguelle ces coefficients forment la loi d’un couple de variables
aléatoires réelles.
(b) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N, admettant (p; ;)i jen
pour loi jointe.
(i) Déterminer les marginales de X et Y.
(ii) Les variables aléatoires X et ¥ sont elles indépendantes ?
(c) (i) Calculer la fonction génératrice G d'une variable aléatoire de loi de Poisson de
paramétre A > 0.
(ii) Déterminer, a I’aide des fonctions génératrices, la loi de la somme de deux variables
aléatoires de Poisson indépendantes.
Tourner la page



Exercice 4. Trois enfants (Aymeric, Benoit et Cécile) jouent a la balle. C’est Cécile qui a
la balle au départ (instant 0).
— Quand 3 l'instant n € N Aymeric a la balle, il 1a garde 3 P'instant n 4 1.
— Quand a linstant n € N Benoit a la balle, & U'instant n + 1 il la lance & Aymeric
dans 7 cas sur §, sinon il la lance 4 Cécile.
— Quand A l'ingtant n € N Cécile a la balle, 4 'instant n+ 1 elle la lance 4 Benoit dans
3 cas sur 10, sinon elle la garde.
On note A, (respectivement B, respectivement C,) I'événement “Aymeric (respecti-
vement Bemnoit, respectivement Cécile) a la balle 4 l'instant n”, et a,, (respectivement by,
respectivement ¢,) sa probabilité.

(a) Déterminer ag, by et cg.

(b) Exprimer a1 en fonction de a,, by, et ¢, pour tout n € N.
Méme question pour bny1 e cnqa

(c) Montrer que la suite (¢, )n est linéaire récurrente d’ordre 2 pour tout entier naturel n.
(d) Calculer ¢, pour tout n € N.
(e} En déduire an, et b, pour tout n ¢ N.
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Examen Session2 Vendredi 28 Juin 2019 HIl 11h00-13h00
L2 S4  Géométrie du plan et de ['espace ]

Exercice 1 (4 pts)

1) Dans Iespace affine &3 muni d’un repére cartésien (O, i , -j) , k ) dessiner les cing points A(5,0,0),
B(0, 10, 0),C(0,0,5),D(5,0,5)etE(0,5,-5) puis montrer que A, B et C ne sont pas alignés.
2) a) Trouver une équation du plan (ABC) puis donner des équations paramétriques de la droite (DE)

b) Montrer que la plan (ABC) et la droite (DE) se coupent en un point I dont on donnera les coordonnées
et que I’on placera sur le dessin fait en 1)

Exercice 2 (6 pts)  Soit, dans un plan affine, trois points A, B et C non alignés

1) Soient les trois points I, J et K tels que BI =§BC . Al =ZAC et AK:EAB

a) Montrer que K = Barycentre {(A,1), (B, 2) }
b) Interpréter de fagon similaire en termes de barycentres les points I et J
¢) Monter, par le théoréme d’associativité, que les trois droites (Al), (BJ) et (CK) passent toutes les trois
par le point G=barycentre {{A, 1), (B, 2), (C, 3)}
2) On rappelle un théoréme sur la composée d’homothéties : Si kyx k; #1  alors la composée
H(Q» ko) 0 H( Q) ,k; ) est une homothétie de rapport k; k; et dont le centre € est aligné avec Q et 2.
Que sait-t-on de cette méme composée si kpx k=17
3) Soit le point L= Barycentre {(A,1), (B, -2) }
Soit h; I’homothétie de centre I de rapport k= —% et hy "homothétie de centre J de rapport ky = -3
a) On considére la composée f = h; o h;, montrer que f{B)= A.
b) Justifier que f est une homothétie, donner son rapport et en déduire son centre.

¢) Que peut-on en conclure pour les points I, Jet L ?
3) Hlustration : dessiner un triangle ABC ainsi que les points I, J, K, G et L définis précédemment.

-
Exercice 3 (5 pts) Dans un plan affine 8»2 euclidien et orienté¢ muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, j ),

soit A; la droite d’équation x+y—3 =10
1) Déterminer |’expression analytique de la symétrie orthogonale S; d’axe A, .

X'=-x+4%
2) Montrer que I"application S; d’expression analytique { ' est une symétrie orthogonale dont
y=Y

on précisera une équation de son axe Ay

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la composée R =S;08 |

Exercice 4 (5pis) L’espace affine &3 est muni d’un repére orthonormé direct
1} Soit un point M (X, v, z), déterminer en fonction de x, y et z les coordonnées (x',y',2") du point M’

image de M dans la symétrie orthogonale Sp par rapport au plan L d’équation 2x+3y-z—5=0

rx,_3x—6y+22+17
7
2) Soit I'application f: M (x, y,2) > M’ (x',y',2') ol <y'=”6""2y7+ 37+29
y_ 2X+3y+62+51
7

\

Vérifier que f est une isométrie, dire s’il s’agit d’un déplacement ou d’un antidéplacement, montrer qu’il n’y
a pas de points fixes et que f= t,0 Sp ou t, est une translation de vecteur U« paralléle » auplan T



