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Groupes, anneaux, corps - Examen
Durée : 2 heures

Aucun document n'est autorisé. Les calculatrices et les téléphones portables sont inlerdits. Un
baréme indicatif est donné en gras.

Question de cours (sur 5) : Les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires.

1.
2.

3.

Exercice préparé (sur 8) : On note « le nombre complexe

Rappeler la définition d'un anneau euclidien 1.
AMontrer que tout anneau euclidien est principal 2.
Montrer que I'anneau Z[i] est euclidien 2.

1419 ot 7Z[a] le sous-anneau de C des

nombres complexes de la forme ¢ + ba, avec a,b € Z. On pose :

B o

d.

w1 ZiX] — Zla] et y:Z[X] - Z/2Z[X]
P s Pla) Sran X o Y ap Xk

Caleuler (a — %)2 et en déduire que o est racine d’'un polyndme de Z[X] de degré 2 1.
Montrer que ¢ et 1 sont des morphismes d’anneaux 1,5.
En déduire que Z[a] est isomorphe & l'anneau quotient Z[X]/(X? - X + 5) 2.

A Taide du premier théoréme d’isomorphie, montrer que les anmeaux quotients Z[a/(2) et
(Z/22) X]/(X%*+ X + 1) sont isomorphes 1,5.

En déduire que Z[a]/{2) est un corps (on veillera d bien détailler les arguments) 2.

Exercice non préparé (sur 8) : On pose 8 =1 + %

1.

W

(_.'jt

Calculer 32 et déterminer un polyndme annulateur de 3, de degré 4 1.

Montrer que ce polynome n'est pas produit de deux polynémes de Q[X] de degré 2 1,5.
En déduire le polyndme minimal de g sur Q@ 1,5.

A Daide de la multiplicativité des degrés, calculer [Q(i, v2) : Q] 2.

En déduire que Qi + %) = Q(i,v2) 2.
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Attention: Documents non autorisés. On s’attachera a rédiger de facon claire,
précise et concise, el & justifier Uulilisation des résultats du cours. Le baréme n'est
quindicatif.

LES EXERCICES SONT TOUS INDEPENDANTS.

Exercice 1. (4 points) Questions de cours.

I.1.(2 pts) Domner les définitions exactes des notions suivantes:
la convergence presque partout d’une suite de fonctions,
la mesure de Lebesgue sur la droite,
la mesure image,
la mesure produit de dewr mesures de probabilité.

L.2.(1 pts) Enoncer le théoréme de Beppo-Levi.

L.3 (1 pts) Soit X une variable aléatoire de densité f(z) = 5zlpeel(z) (¢ > 0
étant une constante) et soit p > 0 un réel positif. Exprimer E(X?) en fonction de
[, et préciser la condition sur p pour gue EX? < oo.

¢ ¢ 9

Exercice 11. (4 points) Soit f une fonction borélienne dans L*(0,1). Notons

lfll2 = +/ fo |f(x)2dx. Le but de cetl exercice est de montrer l'égalité suivante
a1 !

" 1

> [ Zs@a = [ re)iog
nopJo 0

H.1.(1 pt) Montrer que pour tout n > 1 on a

1
1
" flz)de < —— .
[ et @t < =1l
I1.2.{1,5pt) Montrer que

/ Zﬁ—|f(:1, Ndz < oco.

I1.3.(1,5 pt) En déduire I'égalité annoncée tout au début.
1



2
Exercice III. (2 points)

Soit f une fonction boélienne et positive définie sur R. Soit B(R) la tribu
borélienne sur R. Définissons

Af(B) = f f(x)dx (VB € B(R)).
B
Montrer que Ay est une mesure borélienne.

Considérons la fonction f,(z) = c|zje™ ot ¢ > 0 est un paramatre. Trouver le
paramétre ¢ pour que Ay, soit une mesure de probabilité, ie. Ay (R) = 1.

Exercice IV. (10 points)

On étudie la fonction

#(a) = fﬂw wdz (a €R).

e:ﬂ_

IV.1.(1 pts) Montrer que ¢(a) est bien définie pour tout ¢ € R et que la fonction
¢ est impaire.

IV.2.(0,5 pts} Montrer 1'égalité
1 o0
1= E e ™ (Vx> 0).

n=1

IV.3.(2 pts) Montrer que la fonction z +— sin(az)e ** is Lebesgue-intégrable sur
[0, 00 pour tout @ € R et tout A > 0, et calculer I'intégrale

[ sin(ax)e”*dz =
0

IV.4.(2 pts) Montrer que

a
a? + A%

$la) =) ﬁ-

n=1
IV.5.(2 pts) En déduire que ¢ est dérivable.
IV.6.(2 pts) Montrer que

o0 2
X o __Tr_
/0 ST do=§(0) =T
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Exercice 1 1. Enoncer et démontrer le premier théoréme d’isomorphie pour les anneaux.
2. En déduire que R[X]/(X?+ 1)~ C.

Exercice 2 Soit A un anneau commutatif, unitaire.
1. Rappeler la définition d’un idéal premier, d’un idéal principal, d'un anneau principal.

2. On suppose A principal. Soit p € A. Montrer que p est irréductible si et seulement si (p) est
premier si et seulement si (p) est maximal.

Exercice 3 Dans le groupe symétrique Sy, on considére la permutation

On considere le sous-groupe {¢) de Ss engendré par . On fait opérer {g) sur {1,...,8} par g.z = g(z).
a) Décrire les orbites.
b) Quel est le stabilisateur de 1'élément 2 ?

Exercice 4 Soit & un groupe fini et soit £ un corps fini, avec ¢ = Card(k).
1. Que peut-on dire de ¢ 7

2. Soient f,¢: G — (¢ deux morphismes de groupes. Pour iy € G, on pose
Gy={zeG/ flz) =y}

(a) Soit y € G tel que Gy, # 8. Montrer que Card(G,} = Card(ker f).
(b) En déduire que Card{go f) < Card(f) x Card(g).

3. Pour tout diviseur d de ¢ — 1, ou note f; : * — k* Papplication définie par fz(z} = 2%

(a) Montrer que, pour tout diviseur d de ¢ — 1, f3 est un morphisme de groupes.
(b) Montrer que Card(ker f;) < d.
(c} Soit @' = {g — 1)/d. Montrer que, pour tout = € k*, fyo fu(z) = foo folz) = 1.
(d) En déduire que Card{ker f;) = d, puis que ker f; = im fy.

)

{(e) On suppose g impair. Déduire des questions précédentes que

{a:gi_l; €k ={-1,1} et que {J:Ek*/:cgg_l=1}={:uek*/5|y€k*,x:y2}.



LicENCE STS-Math, Semestre S6 UPJV, 2018-2019
Examen de premiére session d’Intégration (deux heures)
Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont
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Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans
w'importe quel ordre. Bien entendu on peut pour chaque ques-
tion d’'un exercice admettre les résultats des questions précéden-
tes. On veillera & la clarté et & la précision de la rédaction. Un
baréme est indiqué en marge, sous réserve de modification.

s Exercice A Soit = {2 € C| |z| <2+ cosargz}.
1 1) Caleuler det Ji, pour v : R?2 = C, (p,0) — pe¥?.
2 2) Calculez I'aire A\¢(£2) et comparez la avec celle de B¢ (0, 2).

s Exercice B Soient D = {(z,9,2) e R® |22 + 2 + 22 < 1l et
z>0letZ={(z,y,2) R} |22+ 2+ 22 =Tet 2> 0}
Les questions 1 & 4 ne servent pas pour la suite (sauf compa-
raison finale).

15 1) Caleuler pour 0 < r <1 le volume A3(D,) ou
D, = {{z,y,2) € D| z <r} (avec la régle de Fubini).

1
15 2) Caleuler de méme la moyenne zp = —— zdzdydz.

ywmbv (ry,z)eD

05 3) Préciser alors le centre de gravité (isobarycentre)

1
cp = —— x,y, z) dedydz.
\/,WAUV C\.,_e__&mbh

05+4) Comparer zp avec la valeur médiane gp sur Dde Z : (z,y, 2) —

A
z, lorsque D est muni de la probabilité induite par S
o A3(D)
On donnera une breve justification.
Oy Oy
5) Calculer | lidi Ao = || == A== si
1 5) Calculer la norme (euclidienne) A, 3" 35 si

w(a, B) = (cos B cos a, cos B sin a, sin 8).
5

1 6) Justifier [ gdXs = g o pla, 3)cos B dAs,
= (e B)e]—mxw <]
lorsque g est une fonction numérique borélienne sur ¥ (munie

de sa mesure de Lebesgue de surface de R?).
15 7) En séduire alors, pour 0 < r <1 'aire An(Z,) ou
Er={(z,y,z) € 5 ] 2 < r}etlamédiane gx de Z restreinte
3 % (muni de Ag/As(2)).
1

zdAs(z,y, z) et
\/MAMU {zy,2)e8

8) Calculez la moyenne zy =

—
5

comparez la avec zp.

12 Exercice C On rappelle que 1 = glt)dt si g(t) = —.
1R . v
Les questions 3, 4 et 5 ne servent pas pour la suite.
o5 1) Calculer gp(t)dt sip > 1 et g,(t) = pg(pt).
teR
05 2) Soit f € £1(IR), montrer qu'on définit une application

fo=fxgy R =R par fft) = \ Folaylt—s)ds

Montrer que g, est bornée sur R.

Montrer que f, est dérivable sur R.

Montrer que f, € £/(R) et que || f,]l < |If|.

3)
4)
1+ 5) Montrer brievement que f, est méme de classe C*°.
6)
7) Montrer pour 7 > 0 que 0 = lim gp(t) dt.
p—r+0o0 H%/Tﬁl
8) Montrer que si f est continue sur R et nulle sur R\ [— R, R,

2 alors () = nmwmvo | f = foll(-r.r) En déduire que

2 0= lim | fp(t)| dt, puisque 0 = Hm || f—f,l

2 9) En déduire que 0 = lim ||f — f,ll1 dés que f ¢ £}(R).

p—r+00

6
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Exercice 1 : On considére 'équation différenticlle ordinaire suivante

(1) {y’(t) + ¥ — g pourt >0

2
y(O) =1 > 0.
1. Montrer qu’il existe une unique solution y. Dans quel espace est-elle définie 7
2. Calculer \/y(2).

3. Vérifier que la solution est décroissante pour ¢ € 10, 4,/1]. Quelle ost sa valeur
lorsque £ = 4,/yg 7

On considére le schéma suivant pour un pas h > 0 et y, une approximation de y(¢,)
au temps t, = nh,
Ynt1 — Un T+ v in -0
h 2

4, Définir la consistance du schéma aux différences finies ci-dessus.

5. Eerire y, 41 en fonction de g, puis montrer que ce schéma est consistant d’ordre
1.

6. Donner une condition sur A pour que le schéma soit stable.
7. En déduire que le schéma converge.

8. Montrer que pour h < 2,/%0, la suite est décroissante ot positive. Calculer sa
limite.

On consideére le schéma suivant pour un pas h > 0 et y, une approximation de y(t,)
au temps t, = nh,

Ynt1 — Yn + Ynt1 -0

h 2/Un
9. Ecrire yn4+1 en fonction de y,,, puis montrer que ce schéma est consistant d’ordre
L.

1



10. Donner une condition sur & pour que le schéma soit stable.
11. En déduire que le schéma converge.
12. Montrer que la suite est positive et décroissante. Quelle est sa limite ?

Exercice 2 : On considére ’équation différentielle ordinaire suivante

(1) YO = J(&y(E), pourt>0
y(0) =y € R,
oft f est une fonction de classe C2(R x R;R).

On souhaite résoudre numériquement cette équation en utilisant la méthode & un pas
suivante

s = s (@ ) + 7 (14 3+ 1)) 2 ot B+ 1))

1. Montrer qu’il s’agit d’un schéma de Runge-Kutta. On donnera le nombre d’étapes
et le tableau associé.

2. On donne les tableaux suivants

0] 00
‘0%’- 1/2[1/2]0
0|1

A quelles valeurs de (o, 8,7) correspondent ces deux méthodes.

3. Quelles relations doivent satisfaire (@, 3,7} pour que la méthode soit consistante
d’ordre 1.

4. Quelles relations doivent satisfaire (¢, 8, ) pour que la méthode soit consistante
d’'ordre 2.

5. On se restreint maintenant & f(¢,y) = y. Calculer 3 et y(¢1) en fonction de yq.
Déduire que la méthode n’est pas d’ordre 3.
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On accordera un soin particulier & la clarté des arguments. Dans foule la suite, (2, A, P) désigne un
espace de probabilité sur lequel les variables aléatoires sont définies.

Exercice 1. Soit X une v.a. de loi uniforme sur [0,1].
1. Donner la fonction de répartition Fx de X.
2. On consideére la variable aléatoire ¥ = v/X. Donner la fonction de répartition Fy de Y.
3. En déduire que Y est & densité et déterminer cette densité.

Exercice 2. On considére une v.a réelle X qui suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1|, Autrement
dit Px est une mesure de probabilité sur N* telle que Px(n) = p{1 — p)™~ 1.

1. Vérifier que Px définit bien une loi de probabilité.

2. Montrer que la fonction caractéristique px de X vérifie

~ peit
v, px(t) = T—e?(l=p)

Exercice 3. Soit (X,Y) un couple de v.a.x. de densité f(z,y) = E}Fl{xﬂlym} (z,y)-

1. Vérifier que f est bien une densité et calculer les densités marginales de X et Y. Les variables
aléatoires X et Y sont-elles indépendantes 7

2. Soit @ : {(u,v) € R?|l < v < u} — R? définie par ®(u,v) = (y/uv, \/u/v). On admet que & définit
un Cl-difféomorphisme de {(u,v) € R?|l < u, 1/u < v < u} dans {(z,y) € R¥lz > 1,y > 1}.
Montrer que le jacobien Jo de @ vaut Jgp(u,v) = 5—3

3. Soit & : R%2 = R une fonction mesurable bornée, Montrer que

z, 1 1
- h(.’L‘y, g)gy_fl{x>1.y>1}(w1 y)dydy = »/R’ h’(ua v)ml{lQu, 1/u<v<u}(u= v)dUdv'

4. En déduire la densité du couple (U, V) = (XY, ) (on passera par I'espace (£, A, P) pour justifier
les manipulations).

5. Montrer que la densité marginale fy de I/ est donnée par

Inu
fu(u) = = Hi<u}p:

6. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?

Exercice 4. Donner un exemple d’une suite de variables aléatoires (X,,) qui converge en loi mais qui ne
converge pas presque sfirement,
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Exercice 1
1) Démontrer que la famille

Teod = {ACR : R\ Aest au plus dénombrable ou 4 = @}

définit une topologie sur R (topologie codénomébrable).

2) Solent A, B deux ouverts non-vides de (R, 7e0q). Démontrer que AN B # @,
3) Démontrer que (&, Tooq) est T mais pas Th.

4) (R, Teoq) est-il séparable 7 Justifier la réponse,

5) Pour m > 1 et z € R on pose g,,(x) = 2™, Déterminer toutes les valeurs de
m t.q. g est un homéomorphisme de (R, Teoq) sur (R, Teoq).

6) Soit {¥,7y) un espace topologique Th. Démontrer que toute application
continue de (R, Tgoq) dans (Y, Ty) est constante.

7Y (R, Teoq) est-il connexe? Justifier la réponse.
8) Démontrer que les compacts de (R, Teon) sont exactement les parties finies de
R.

Exercice 2
Soit, B2 muni de sa distance euclidienne.

1) Déterminer 'adhérence, P'intérieur et la frontiére de la partie

A= ({(2,0) €R? 2% 442 <3}U{(0,0) € BT} N{(m3) € R? 1y £ 0}
2) La partie A est-elle homéomorphe & la boule unité fermée de R? 7 Justifier
la réponse.
3) Est-ce que la frontiére de A est un compact 7 Justifier la réponse.

4) Déterminer les composantes connexes de A et de A.

5) Est-ce que R? \ A est un connexe 7 Justifier la réponse.



