Université de Picardie Jules Verne
Licence 2 mathématiques
Année 2019-2020 Théorie des ensembles.

Examen du mardi 6 janvier 2020 - Durée 2h00

L'usage de tout document ou appareil électronique (y compris calculatrice) est prohibé. Les réponses aux
questions doivent étre justifiées faute de quoi elles ne rapporteront aucun point, méme si elles sont justes.

Exercice 1.

(a) On a 4 hélicoptéres de tourisme, 4 pilotes et 8 stewards. Combien de facons différentes y a-t-il d’attribuer
les pilotes et stewards aux hélicoptéres de maniére que chaque hélicoptére ait un pilote et deux stewards ?

(b) Soit p € N*. Combien de fagons différentes y a-t-il pour que p hommes et p femmes sassoient autour d’une
table ronde de maniére que chaque homine soit assis 4 ¢6té de deux femmes ?

Exercice 2. Soit £ I'ensemble a 12 éléments {a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, j, k, 1}

(a) Dénombrer les parties de £ a 5 éléments qui contiennent
(i) a et b;
(i) @ mais pas b;
(iif) b mais pas a :
(iv) ni @ nib.

(b) En déduire la relation ol P +2 10 £ 10 L
] 5 4 3

(c) Généraliser le résultat obtenu en prouvant, par un dénombrement, que pour 1 < p <n, on a

n n—2 n—2 n— 2
= i o .
p p p—1 p—2
(d) Retrouver par le calcul le résultat précédent.

Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ?
(a) {2" | n € N}
(b) R\ Q[v2], ot Q[v2] = {a+bv2 | a,b € Q}

(¢) lensemble des fonctions de R dans R.

Exercice 4. .

Une suite d’entiers (u,), s, est dite presque nulle s'il existe un entier p € N tel que, pour tout n > p, u, = 0.
Démontrer que 'ensemble des suites d’entiers presque nulles est dénombrable,

Indication. On pourra construire une bijection entre A = {(uy), € NNu, =0, Vn > p} et NP,

Exercice 5.
Soient F un ensemble et f : E? — F une injection.

(a) Peut-on avoir E fini?
(b) Prouver qu’on définit une injection g : B4 — E par g(z,y, z,t) = f(f(z, ), f(z,1)).

(c) Si f est bijective, en est-il de méme de g ?



Université de Picardie Jules Verne Année 2019-2020
Licence de Mathématiques L2 Suites et séries de fonctions

Examen - 7 janvier 2020- Durée 2h

La précision et la rigueur de la rédaction seront déterminantes pour la cor-
rection de cette épreuve. Vous pouvez utiliser des résultats de questions in-
termédiaires que vous ne savez pas démontrer, mais vous devrez dans ce cas
préciser clairement ce qui est admis. Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
2n

Z—8n3 TR Z Zarctann it ZT—IZEE

n>0 n>1

Exercice 2. On considére la suite de fonctions f, : R* — R définie par fu(z) = 575

pour n € N*,

(1) Montrer que la suite (f,) converge simplement sur R*.
(2) Etudier les variations de la fonction f,.
(
(

)
3) En déduire que la suite (f,) converge uniformément sur R*.
)

4) Montrer que la série de fonctions Z f converge simplement sur R*.
: n>1

(5) Montrer que la série de fonctions Z f, converge uniformément sur [0, A] pour tout
n>1

A>0.
(6) Soit S(x Z fn(z). Montrer que S est continue sur R*.
n>1
(7) Montrer qne S est dérivable sur R et exprimer S'(z). On pourra montrer que
[fa(@)] < 75

k=2n
(8) Vérifier que pour tout n, Z
k=n+1

1
B O
k% + n2_5

(9) En déduire que la série de fonctions Z fr ne converge pas uniformément sur R,
n>1

(10) Montrer que la série de fonctions Z )" fa converge uniformément sur R*.
n>1

" Exercice 3. Soit f:] —1,1[— R définie par f(z) = 222
(1) Justifier est f est DSE en 0 sur | — 1, 1.
(2) Montrer que f est solution 'équation différentielle sur | —1,1[: (1 —2z?)y’ —zy = 1.
(3) En écrivant f(z) = Zaﬂa:”, montrer que VYn > 2, na, = (n — 1)a,_g.
n>0

(4) Calculer qg et a;.

(5) En déduire que pour tout n € N, agpy1 = ((;‘;—fl);

(6) En déduire le DSE en 0 de f sur | — 1,1].



Exercice 4. Soit f la fonction 27-périodique définie sur | — , 7] par
0 si z €] —m,0)
f(z) = i
T —2z siz €]0,n).
(1) Déterminer les coefficients de Fourier a,(f), b,(f) et la série de Fourier associée & f.

(2) Enoncer le théoréme de Dirichlet.

: ao(f) g JE
(3) Montrer que e -+ 3;,1 dulf) = &
1 72
4) En dédui —_ = —,
(4) En déduire éo A
1
(5) En déduire la valeur de E oh
k>1

(6) Enoncer la formule de Parceval.

4
(7) Montrer que Z
k>0

L
(2k+1)4 96

1
(8) En déduire la valeur de Z o
k>1



Université de Picardie Jules Verne
Mathématiques L2-53
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Algébre Linéaire 2
EXAMEN du 8 janvier 2020

Documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits. L’'épreuve dure deux heures. Justifier
v0S TEPONSES.

1. (Questions de cours ) Les trois questions suivantes sont indépendantes. Justifier vos réponses.

(1) Soient [ un espace vectoriel de dimension finie n, sur un corps K commutatif. On suppose que
E = E,® E; ou E, Iy sont des sous-espaces vectoriels non nuls de F/, de dimensions k£ et n — &
respectivement. (1 <k <n —1)

e Soit f un projecteur sur F; paralléllement & Fs.
(i) Déterminer le polynéme caractéristique x(z) de f.
(i) f est-elle trigonalisable ? diagonalisable 7

(iii) Donner le polynéme minimal pg(z) de f.

e Soit g une symétrie sur F; paralléllement & Fs.
(iv) Déterminer le polynéme caractéristique x,(z) de g.
(v) g est-elle trigonalisable ? diagonalisable ?

(vi) Donner le polynéme minimal p,(z) de g.

(2) Soit  un endomorphisme nilpotent de E.
(i) Déterminer le polyndme caractéristique x,(z) de w.
(ii) Démontrer que u est trigonalisable.

(iii) Démontrer que I'indice de nilpotence de u est au plus égal & n, qui sera noté p. Déterminer
le polynéme minimal p,(z) de u.

(3) Soit A la matrice de taille n x n dont tous les coefficients valent 1.
(i) Calculer A%. En déduire que si A est une valeur propre de A, alors A vaut 0 ou n. En déduire
le polynéme minimal 4.
(ii) A est-elle trigonalisable ? diagonalisable ?

(iii) Déterminer la dimension des espaces propres de A, puis en déduire le polynéme caractéris-
tique sans calculer.

2. Soient £ un R-espace vectoriel de dimension 3. B = {ej,eg,e3} une base de £ et f un endomor-
phisme de F dont la matrice dans la base B est donnée par :

1 0 1
A= 2 -1 1 ou m est un réel
—1-—m m+1 m



(1) Montrer que P(z) = (z — m)(z — 1)(z + 1) est le polyndéme caractéristique de f.
(2) En déduire :
(i) les valeurs de m pour lesquelles f est un isomorphisme.

(ii) les valeurs de m pour lesquelles [ est trigonalisable.

(iii) que f est diagonalisable pour m # 1 et —1.

(3) On pose m = 1.

(i) Déterminer les sous-espaces propres ainsi qu’une base et la dimension. En déduire que f
n’est pas diagonalisable pour m = 1.

(i1) Trigonaliser f (On donne une base de [ et la matrice triangulaire supérieure associée ).

(4) On pose m = —1.

(i) Déterminer les sous-espaces propres ainsi qu’une base et la dimension. En déduire que f est
diagonalisable pour m = —1.

(ii) Diagonaliser f (On donne une base de f et la matrice diagonale associée). Ensuite, déter-
miner exp(f).

(5) Donner suivant les valeurs de m le polynéme minimal de f.

x(t
(6) Résoudre le systéme différentiel suivant ou X (t) = y%t; , teR:
2(t)
r=z4+2
Y =2 —y+z
2 =-2z+2y+ 2

. Soit I un R-espace vectoriel de dimension finie n > 3, et f un endomorphisme non diagonalisable
de E vérifiant f # Mdg, (A € R) E =ker(f — 3idg) ® Ker(f — idg)*.

(1) Montrer que P = (z — 3)(z — 1)? est un polyndme annulateur de f.
(2) En déduire le polynéme minimal p(z) de f.

(3) Montrer que le polyndme caractéristique de f est sous la forme :
x7(@) = (-)"z -3 (z—1)"* odl1<k<n—2et dimKer(f —3ids)=k.

(4) En utilisant la division euclidienne des polynémes, exprimer pour tout entier n, f* en fonction
de f2, f,idg et n.

(5) (Bonus, 2pts) Donner ef en fonction de f2, f,idg.
Indication : On utilisera ’expression
n
R
U

n>0
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Exercice 1

1) Les dirigeants d’Alamo Rent-A-Car pensent que sur ’ensemble des voitures louées aux Etats-Unis en 2018,
I’entreprise réalise 50% des locations de voiture.

Pour tester cette hypothése, on sélectionne de maniére aléatoire vingt grands aéroports des Etats-Unis sur

lesquels sont implantés des agences de location de voitures. On envoie ensuite des enquéteurs enregistrer le nombre

voitures louées pendant 4 heures. Il y en a 500 au total et on note que 240 d’entre elles Iont été chez Alamo
Rent-A-Car.

a) Préciser la population et la variable X étudiées, la taille d’échantillon et I’estimateur mis en jeu.

b) Déterminer un intervalle de confiance au niveau 95% de la proportion de voitures louées chez Alamo
Rent-A-Car.

¢) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si on doit rejeter I’hypothése émise par les dirigeants
d’Alamo Rent-A-Car. Préciser les hypothéses Ho et H de ce test et présenter les calculs effectués.

d) La p-valeur associée au test donnée par le logiciel R est p-value = 0,3711. Cela est-il cohérent avec la
réponse obtenue au 1) ¢) ? Justifier la réponse.

e) Les résultats des questions 1) b) et c) sont-ils cohérents ? Justifier la réponse.

On suppose maintenant que I’hypothése émise par les dirigeants d’Alamo Rent-A-Car est fausse ; autrement
dit que la proportion de voitures louées par Alamo Rent-A-Car est égale 4 une valeur p; + 0,5,

f) Rappeler ce que représente la probabilité B d’erreur de deuxiéme espece du test effectué au 1) c) et
justifier (par le calcul) que pour un risque a donné, on a

_ [0,51-0,5) 0,5(1-0,5) _
At SRR T e e

p =P < <
pill—p1) pi(l ~p1) pil =pi)
500 500 500

g) On suppose que p; = 0,46 et on prend o = 0,05. Calculer B et en déduire la puissance du test effectué au
1) c). Commenter le résultat.

2)  Une deuxiéme enquéte a ét¢ réalisée aux Etats-Unis en 2019 et a montré que sur 500 voitures louées, 210

I’ont été chez Alamo Rent-A-Car.
A partir des résultats des deux enquétes, effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si on peut
considérer que la part de marché d’Alamo Rent-A-Car aux Etats-Unis a baissé entre 2018 et 2019.

3) En2018, la répartition des parts de marché de location de voiture aux Etats-Unis était la suivante :

! Entreprise | Alamo R-A-C | Avis-Budget | Hertz | Autres

E’ourcentage de voitures louées 50% 25% 20% | 5%

Ci-dessous les résultats d’une troisiéme enquéte, menée en 2019 dans des aéroports des Etats-Unis :

—

* Entreprise Alamo R-A-C ! Avis-Budget | Hertz | Autres
LNombre de voitures louées 460 300 | 195 | 45

a) Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre & la question suivante : peut-on considérer que la
répartition des parts de marché de location de voiture aux Etats-Unis en 2019 est conforme a la répartition de 2018 ?
On présentera les hypothéses Hy et H; du test et les calculs effectués.

b) En observant les calculs effectués, analyser le résultat de ce test en termes d’évolution des parts de

marché.




Exercice 2

A Toccasion de la mise sur le marché d’un nouveau produit, on a observé un échantillon de consommateurs
potentiels du produit et on a obtenu les résultats suivants :

Achat \ Genre Homme | Femme | Total
Ont acheté le produit 10 20 30
N’ont pas ﬁcheté le produit | 40 30 70 |
| Total L e

1) Effectuer un test statistique au risque 5% pour savoir si ’achat du produit dépend du genre. On présentera
les hypothéses Hy et /; du test et les calculs effectués.

2)  Le résultat de ce test permet-il de dire que certains consommateurs achétent plus le produit que d’autres ?
Justifier la réponse.

Exercice 3

1)  Dans une population donnée, on considére un caractére quantitatif, représenté par une variable aléatoire X
d’espérance mathématique u et d’écart-type . On considére un &chantillon (X1,...,X.) de taille n de X, et les
estimateurs X et S. (de u et o) dont la définition est rappelée dans le formulaire joint. ~ Soit un réel o € ]0; 1].

On suppose que n > 30. Justifier, en détaillant les calculs, que [X’ o Uy, +oof estaussiun intervalle

Jn
de confiance de p au niveau 1 — a.
Par opposition a ['intervalle de confiance bilatéral habituel, ce nouvel intervalle de confiance est qualifié
d 'unilatéral.

2)  Depuis la fermeture, le 19 janvier 2012, du site de téléchargement direct et gratuit MegaUpload ordonnée
par le gouvernement américain par I’intermédiaire du FBI, les sites légaux de télévision en replay (télévision de
rattrapage) et de vente de VOD (video on demand) se félicitent d’une importante hausse de leur traffic. S’il est vrai
que cette hausse a été flagrante dans les jours qui ont suivi la fermeture de MegaUpload, plus d’un mois apreés, cette
tendance n’était pas si évidente.

En étudiant la fréquentation du site méreplay.fr (en pourcentage d’usagers de I’Internet) sur les deux années
qui précédent la fermeture de MegaUpload (avant le 19 janvier 2012), on constate qu’elle s’éléve en moyenne a
0.021%.

Sur le site de mesures de traffic Internet alexa.com, on trouve une représentation graphique des
fréquentations du site méreplay.fr mesurées a des instants réguliers (environ une mesure tous les jours) mais
aléatoirement espacés (pas toutes les mesures aux mémes heures) aprés la fermeture. On ne s’intéressera qu’a 40
mesures du pourcentage de fréquentation, celles réalisées entre le 20 janvier 2012 et le 29 février 2012, et qui ont
donné une moyenne égale 4 0.023% et un écart-type corrigé égal 0.005%.

a) Préciser la population et la variable X étudiées, la taille d’échantillon, le(s) estimateur(s) mis en jeu et leur
loi. Préciser I’éventuelle hypothése & faire sur la variable étudiée pour pouvoir répondre aux questions b), c) et d)
suivantes.

b) En utilisant le résultat du 1), déterminer un intervalle de confiance unilatéral au niveau 95% du
pourcentage moyen de fréquentation du site méreplay.fr.

¢) Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre & la question suivante : peut-on considérer que le
pourcentage moyen de fréquentation du site méreplay.fr a augmenté significativement avec la fermeture de
MegaUpload ? Préciser les hypothéses Hy et H, de ce test et présenter les calculs effectués.

d) Le résultat du 2) b) permettait-il de prévoir le résultat du test effectué au 2) ¢) ? Justifier la réponse.



Exercice 4

On s’intéresse au salaire mensuel net des anciens éléves d’un master de Mathématiques. On souhaite voir s’il
existe une différence de salaire liée au genre. Sur deux échantillons aléatoires de diplomés, on a obtenu les résultats
suivants :

1

‘ Salaire | Effectif | Moyenne | Variance corrigée
(Femme | 40 | 4200 2 160 000

(Homme | 60 | 5000 2 000 000

1) Préciser la(es) populations et la(es) variable(s) étudiée(s), la(es) taille(s) d’échantillon, le(s) estimateur(s)
mis en jeu.

2)  Effectuer un test statistique au risque 5% pour répondre & la question suivante : peut-on considérer que les
femmes diplomées d’un master de Mathématiques ont un salaire significativement moins élevé que celui les
hommes diplomés d’un master de Mathématiques ? Préciser les hypothéses Hy et H, de ce test et présenter les
calculs effectués.

) Slles deux cchantillons avaient les mémes moyennes et écart-types que dans le tableau ci-dessus, mais
n’étaient constitués que de 11 femmes et 16 hommes, pourrait-on encore appliquer la méthode suivie au 2) ?
Justifier la réponse. En cas de réponse négative, et supposant les échantillons gaussiens, mettre en oeuvre le(s) test(s)
statistique(s) adapté(s).



Formulaire de Statistique Inférentielle
1) Estimateurs

 Paramétre | Estimateur l Statistique et sa loi
) % Y- Studenta n— 1 d.d.l.
i Y- % X, T— X-u _u .n '
=l Se si échantillon gaussien
Jn
i Khideux an—1d.d.l
o2 §2 =B _¢? avec §? = (l X,Q) w (X} ¥ = @SE:
gl & ; @ o’ si échantillon gaussien
n
2o
p F e = 7= F—-p . Normale N(0;1) (approx.)
L Jp(l *p) sinp = 10etn(l n)} > 10
V——F_ ShFefl—= C-RL Pr="1v
2) Intervalles de confiance au niveau 1 — ¢
Paramétre Intervalle de confiance Valeurs tabulées .
U i#:[f——%ra,f+—j;:ta:l tatelque P(—t, < T<it)=1-a
3 , PP >a,)=1- %
2 ;o _ | n= n—1.
o fa. = [ > a3 5 sc:l aq et by tels que P(T2 > by) = %
p Ip = ':f— /fil_—{) Ug , [+ }fil:lf)_ ua:l ugtelque P(-ug < U<u)=1-a
] i
3) Tests de conformité au risque o
H, H, | Statistique de test Valeur(s) test(s)
M F Ho ¥ tatelque P(~t, < T<ty)=1-a
fa - A Ho .
H=[Ho | p>pp Fe S, tatelque AT <) = 1 —g,iet, =ts
H < Ho Jn mtelque P(T'= 10) = 1~a,ie t! = t1, = —ta,
o’ # o} agetbytelsque Pla, < Y2 < by)=1-¢
o’ =0f| o> o} Y = %"(;g)l \ bl tel que P(¥? > b,) = a, i.e. b, = ban
o’ < of dgtel que P(Y2 2 a)) = 1~a,ie. al = as,
P #*po 5 ugtelque P(~u, S UZuy)=1-u¢
= i —Po .
Pp=po | p>py U= p- i ug tel que P(U < ul) = 1—a,ie u, = ug,
| 0 —F0
J P <Ppo 7 ug tel que P(U > uy) = 1 —a, ie. u” = —uz,

Pour un intervalle de confiance de p et/ou un test de conformité sur p avec un grand échantillon (quelconque),
on peut approcher la loi de Student par la loi Normale A{0; 1), et remplacer z,, £, et ¢/ par uq, uy et u,,.



4) Tests d’homogénéité au risque o

If—HL ! H, L Statistique de te de test et sa loi sous 1 hypothese Ho Valeur(s) test(s)_l

| | |l \ fo tel que |

" '\ < e a

LO—I :Gztl o1 + 3 | [ o i SE,[ : Snédécor & (n1 — 1,n2 — 1) d.d.l. PF>f =5 |

! 1 ‘. Sé2  si échantillons indépendants gaussiens en travaillant

| I _ll avec f = 1

| Eal Tl AR LTSI LR o]

T ST
Lo F e 1 Ug

\ P A \ iy Sl W X-X . Normale N(0; 1) (approx.) W)

KSEJ 5 igz_ ) si grands échantillons indépendants

Student any +n2 —2 d.dl.

e ,
+ t
l l PR Y -G (approx.) si petits échantillons T l
lp=p2| pm>m | T= e - - fa |
l l ¥ ("1_ _ﬂl_) indép. gaussiens et sic1 = 02 y
pi < M2 al2y\ny 7 m . g I |
\ 2 53 (.w|—1).scll+(nzfl)sﬁ1
] | | aveeish iy = e
el Sl I e DB AR S e e
| | ” |
\ D =X - Normale N(0; 1) (approx.) \ , \
1 si grands échantillons appariés !
o
Student an— 1 d.d.L. \ ta i
,ouD =X1—-X2" g petits échantillons 7 fa |
5 |

appariés gaussiens

e D AR A T el B o SO ‘WL RESN TR
Normale M(0; 1) (approx.)

I
2 Uy 1
F,-F; _ 51n1f125,n1(14f1)25, \ , .
L Lyfia(l =fi2) "o R Sl - E S |

nfi+n : |
avec fi2 = r%l—gﬁzﬁ‘
el e

5) Test d’ajustement a une loi théorique 2 r modalités au risque o

Hypothése Hy : le caractere suit la loi théorique définie par les probabilités p;. Hypothése H1 : H,.

Statistique de test : D = Z g:]ilf—:vi-

Loi de D sous l’hypothése H[] -khideux ar—1-kddl
Valeur test : b, tel que P(D > bg) = .

6) Test d’indépendance entre deux caractéres 2 r et s modalités au risque o

Hypothése Ho : les deux caractéres sont indépendants. Hypothése H, : Ho.

Nij—n, Rie Poj - -
“tique de test: D = E E Wiy nplfw) avec npij = — s Mie = E nijetn.,g = E 7ij-
<l i=1

i=l j=1

-ous I’hypothése Hy : khi deux a (r—-1)(s-1)ddlL
b, tel que P(D > bg) = 0.

5
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